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Berechenbarkeit und Komplexitét

Serie 5

1.

a)

Grammatik Go:

Folgende Grammatik erfiillt die Bedingungen, G2 mit Startsymbol S und den Regeln
{S = #,8 - uSug,..., S — u,Su; }.

Die Losung ist [i1,...,ig]. Das ergibt folgendes wy € L(G1): wy = uy...ur v1...0k
und we € L(G2), also we = uq...up up...ur. Wenn [iq,..., ] eine Losung ist, gilt
Up ... up =01 ...0; und damit wq = we, somit w1 = ws € (L (G1) N L (G2)).

Es existiert ein Wort w € (L (G1) N L (G2)). w hat damit nach den Definitionen der Gram-
matiken G; und Go folgendes Aussehen. w = uq...up vV1...Vp = Up...Up UL ...Uk,

das kann man in zwei Teilausdriicke aufteilen: wy...ur = up...ux und vy...v, =
u1 ... ug. Der erste Teilausdruck ist trivial, der zweite ist die Bedingung fiir die Existenz
einer entsprechenden Losung mit Parameter [1,.. ., k].

Die zum Graphen gehérige Formel lautet (21 VZ3Vas) A(ZTTVara V) ATV VES)A(TTV
2oVZ3)A (1 Ve Va3)A(x1 VZ2VZ3). Minimiert ergibt das (Z1VZ3)A(x2Vas)A(21T2). Diese
Formel ist erfiillbar, z.B. mit z; = true, 9 = true und x3 = false. Der so eingefirbte
Graph sieht folgender Maflen aus:

Abbildung 1: Farbung von G
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b) Indirekter Beweis: Ich firbe die Knoten A,B,C und D rot. Dies bedingt, dass die jeweils
angrenzenden Knoten blau und griin gefiirbt werden miissen (sieche Abbildung 2, ob der
an A oder der an B angrenzende Knoten griin oder blau geféirbt wird ist wahlfrei. Bei C
und D gilt das selbe).
Daraus folgt dann, dass die beiden nicht eingefirbten Knoten jeweils rot eingeférbt
werden miissen. Dies ergibt einen Widerspruch nach der Definition, der Farbung, da
zwei angrenzende Knoten nicht die gleiche Farbe haben diirfen.
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Abbildung 2: Nichtmdogliche Farbung
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Abbildung 3: Mogliche Farbungen

Die beiden anderen Graphiken entsprechen allen moglichen Verteilungen von rot und
blau auf die Knoten A ... D, da man die Knoten aufgrund der offensichtlichen Symmetrie
der Figur vertauschen kann. Die moglichen Kombinationen mit drei blauen Endknoten
ergeben sich durch simples Umférben der roten und blauen Knoten.
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¢) Beweis:

— Die kodierte Formel ist erfiillbar — der Graph besitzt eine 3-Féarbung.
Jeder der Teilgraphen {4...9},{10...15},... entspricht einer aussagenlogischen
Formel in konjunktiver NF. Aufgrund der Erfiillbarkeit der kodierten Formel muss
jeder Teilgraph mit min. einem rotgefirbten Knoten verbunden sein (da rot in
diesem Fall wahr entspricht und ein Ausdruck der Form (a VbV ¢) genau dann wahr
ist wenn wenigstens einer der Teilausdriicke a,b oder ¢ wahr ist).
Der Knoten 2 ist als blauer Knoten vorgegeben. Daraus folgt, dass jeder der
Teilgraphen mit einem roten und einem blauen Knoten verbunden ist. Wie im
ersten Teil der Aufgabe gezeigt wurde, kénnen die beiden anderen Endknoten der
Teilgraphen entweder blau oder rot sein, damit die Teilgraphen einfarbbar sind.
Somit sind alle Teilgraphen und die Ergebnisknoten 40...45 einfirbbar. Die
restlichen Knoten sind gegeben, also ist der Graph einfarbbar.

«— Der Graph besitzt eine 3-Farbung — die kodierte Formel ist erfiillbar.
Damit der Graph farbbar ist, miissen alle der oben besprochenen Teilgraphen farbbar
sein. Wie oben gezeigt wurde diirfen die vier Endknoten der Teilgraphen nicht die
gleiche Farbe haben. Da Knoten 2 als blau gegeben ist, muss jeder Teilgraph mit
mindestens einem nicht-blauen (also roten) Knoten verbunden sein.
Dies bedeutet wiederum, da jeder Teilgraph einer aussagenlogischen Formel in kon-
junktiver NF entspricht, dass jede Formel erfiillt ist (die roten Knoten sind wahr).



